Введение

Формирующийся в России рынок можно представить в виде совокупности продавцов и покупателей, дебиторов и кредиторов или совокупности контрагентов. Их взаимодействие приводит к возможности обмена товарами, услугами на рынке.

Финансовые вычисления можно представить как аппарат, который используется для приведения всего механизма взаимодействия продавцов и покупателей, контрагентов в действие. Этот аппарат является составной частью финансового менеджмента и включает математический и статистический инструментарий, методы финансового анализа.

Задачи, решение которых связано с финансовыми вычислениями, представлены на схеме:
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Множественность влияющих в каждом случае факторов приводит к тому, что их совместный результат часто неочевиден (кроме, разумеется, простейших ситуаций). Необходим количественный анализ, часто выходящий за рамки элементарных расчетов. Совокупность методов расчетов, объединяемых под общим названием финансовые и коммерческие расчеты, финансовая математика, высшие финансовые вычисления, и является предметом изучения этого пособия.

РАЗДЕЛ 1. ПРОСТЫЕ И СЛОЖНЫЕ ПРОЦЕНТЫ

1.1. Время    как    фактор    в    финансовых   расчетах.   Виды

процентных ставок

В практике финансовых расчетов суммы денег вне зависимости от их назначения или происхождения, так или иначе, но  обязательно связываются конкретными моментами времени.

Необходимость учета временного фактора вытекает из сущности финансирования и кредитования и выражается в принципе неравноценности денег, относящихся к разным моментам времени. Вполне понятно, что 1000 руб., полученные через 5 лет, неравноценны этой же сумме, поступившей сегодня. Отмеченная неравноценность двух одинаковых по абсолютной величине сумм связана, прежде всего, с тем, что имеющиеся сегодня деньги теоретически могут быть инвестированы и принести доход в будущем.

Под процентными деньгами или, кратко процентами, понимают абсолютную величину дохода от предоставления денег в долг в любой его форме.

При заключении финансового или кредитного соглашения стороны договариваются о величине процентной ставки. Под процентной ставкой понимается относительная величина дохода за фиксированный отрезок времени, т.е. отношение дохода (процентов) к сумме долга за единицу времени.

Временной интервал, к которому приурочена процентная ставка, называют периодом начисления.

Проценты могут выплачиваться по мере их начисления или присоединяться к основной сумме долга. Процесс увеличения суммы денег называется наращением, или ростом этой суммы.

Процентная ставка применяется и в более широком смысле – как измеритель степени доходности (эффективность) любой финансовой операции.

Видов процентных ставок достаточно много, так как и различных видов сделок тоже множество и они могут классифицироваться по базе начислений, по принципу расчета, по размеру и т.д. Эти виды ставок будут рассмотрены в дальнейшем.

1.2. Простые проценты

В случае если проценты за полученную ссуду определяются исходя из первоначальной суммы долга, проценты называются простыми. Каждый раз при начислении таких процентов в качестве базы берется одна и та же сумма. Начисленные за соответствующие периоды проценты выплачиваются кредитору или присоединяются к сумме долга. Для записи формулы наращения по простым процентам введем обозначения:

I - проценты за весь срок займа;

P - первоначальная сумма долга (вклада);

i - ставка процента (десятичная дробь);

n - число периодов начисления.

Начисленные проценты за один период времени равны P·i  и за n периодов – P·n·i. Процесс изменения суммы долга с начисленными процентами описывается арифметической прогрессией P, P + P·i, P + 2P·i и т. д. Сумма, образовавшаяся к концу срока (обозначим ее как S) состоит из двух элементов – первоначальной суммы долга и процентов:

S = P + I = P + P·n·i = P(1 + n·i).
(1)

Величину S называют наращенной суммой платежа (долга), формулу (1) – формулой наращения по простым процентам, а множитель (1 + n·i) – множителем наращения. График роста по простым процентам представлен на рис. 1.
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Рис. 1. График роста по простым процентам

Формула (1) связывает функциональной зависимостью четыре величины: S, P, n, i. Решив ее относительно n и i, соответственно получим 

n = (S - P)/P·i ,
(2)

i = (S - P)/P·n .
(3)

ПЕРЕМЕННЫЕ  СТАВКИ 

В коммерческих сделках иногда предусматриваются изменяющиеся во времени процентные ставки. В этом случае наращенная сумма определяется следующим образом:

S = P(1 + n1·i1 + n2·i2 + … + nm·im) = P(1 + 
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где  ik  – ставка простых процентов для периода 
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       nk  – продолжительность периода.
РЕИНВЕСТИРОВАНИЕ
В практике инвестирования средств в краткосрочные депозиты иногда прибегают к неоднократному последовательному повторению наращения по простым процентам в пределах заданного общего срока, т.е. реинвестированию полученных на каждом этапе наращения средств. Наращенная сумма для всего срока составляет в этом случае

S = P(1 + n1·i1)(1 + n2·i2)· … ·,(1 + nm·im),


(5)  

где ik – ставки, по которым производится реинвестирование.

Если периоды начисления и ставки не изменяются во времени, то:

S = P(1 + n·i)m,




(6)

где m – количество реинвестиций.

РАСЧЕТ ПРОЦЕНТОВ ДЛЯ КРАТКОСРОЧНЫХ ССУД


Обычно к наращению по простым процентам прибегают при выдаче краткосрочных ссуд, т.е. на срок менее одного года. Поскольку ставка, как правило, фиксируется в расчете на год, то при сроке ссуды менее года необходимо определить, какая часть годового процента уплачивается кредитору. Аналогичная проблема возникает и в других случаях, когда срок ссуды меньше периода начисления.


Рассмотрим наиболее распространенный в практике случай – с годовым периодом начисления. Выразим общий срок ссуды в виде дроби
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где  t – число дней ссуды;

       К – число дней в году, или временная база.



В этом случае формула (1) принимает вид
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(7)

При расчете обычно полагают, что К = 360 (12 месяцев по 30 дней) или К = 365, 366 дней. Если К = 360 дней, проценты называются обыкновенными. В этом случае формула (7) примет вид:
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(8)

При использовании действительной продолжительности года 365(366) получают точные проценты и в этом случае формула (7) примет вид:


[image: image6.wmf].

)

366

(

365

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

+

=

i

t

P

S






(9)

Наращенная сумма S в формулах (8) и (9) становится разной в зависимости от особенностей определения t (срока ссуды), срок ссуды можно определить двумя способами:

- точным методом;

- приближенным методом.

Точный метод определения количества дней пользования ссудой состоит в следующем. Определяется фактическое число дней между двумя датами ​​– выдачи ссуды (дата перечисления валюты ссуды со счета банка) и возврата долга (датой зачисления средств с учетом процентов на счет банка).

Приближенный метод – t определяется исходя из 30-дневной продолжительности каждого месяца.

При точном и приближенном методе дата выдачи и дата погашения ссуды принимается за один день.  

Таким образом, можно выделить три варианта расчета процентов по ссудам сроком до 1 года.

1. Точные проценты с точным числом дней ссуды. Этот вариант дает самые точные результаты. Данный способ применяют центральные банки многих стран (Португалия, США) и крупные коммерческие банки, например в Великобритании. Обычно он обозначается как 365/365 или АСТ/АСТ. 

2. Обыкновенные проценты с точным числом дней ссуды. Такой подход, называемый еще банковским, применяется в ссудных операциях коммерческих банков ряда стран: Франция, Бельгия, Испания, Швейцария, Югославия. Особенность этого метода в том, что при сроке ссуды более 360 дней, размер начисленных процентов больше, чем предусмотрено годовой ставкой.

Например, срок ссуды равен 364 дня. Тогда множитель наращения составит:
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Этот метод обозначается как 365/360 или АСТ/360 и дает несколько больший результат, чем применение точных процентов.

3. Обыкновенные проценты с приближенным числом дней ссуды. Такой метод применяется тогда, когда не требуется большой точности, например при промежуточных расчетах, а также при частичном погашении ссуды. Он принят в Германии, Дании, Швеции и обозначается как 360/360.

Вариант расчета точных процентов с приближенным числом дней ссуды лишен смысла и не применяется. 

Так как точное число дней ссуды в большинстве случаев, но, разумеется, не всегда больше приближенного (в чем легко убедиться, определив среднее за год число дней в месяце, которое равно 30,58), то проценты с точным числом дней обычно дают больший рост.

Разумеется, клиенту и банку необходимо учитывать возможные варианты возврата долга. Так, для заемщика выгоднее вариант сделки по первому варианту, а для банка – по второму (или по третьему).

В Российской Федерации используются как точные, так и приближенные проценты. Совершенствование финансовых расчетов, конкуренция, приводят к тому, что получают распространение сделки, в которых применяются точные проценты. 

Между точными и обыкновенными процентами при прочих равных условиях (одинаковой продолжительности ссуды, дохода и исходной суммы) существуют определенные отношения, которые используются для определения последствий выбора временной базы (K) в финансовых вычислениях или для определения эквивалентных (дающих одинаковые результаты) процентных ставок. Эти соотношения имеют вид: 

i365 = 1,013889·i360 ,




(10)


i360 = 0,986301·i365 .




(11)  

Полученные формулы характеризуют эквивалентность процентных ставок при различной временной базе. Из этих формул вытекает, что, например, 40%  годовых при начислении процентов с временной базой 360 дней (обыкновенные проценты) дает тот же финансовый результат, что и ставка  i = 1,013889·0,4 при временной базе 365 дней.


1.3. Дисконтирование и учет по простым процентным ставкам

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Кредит в условиях рынка выступает в различных формах. Основными являются коммерческий и банковский кредиты. 

Коммерческий кредит связан с продажей товаров и отсрочкой платежа на определенное время. Таким образом, объектом этого кредита являются средства в товарной форме. Кредитным документом является коммерческий вексель. Он представляет собой письменное долговое обязательство, составленное по установленной форме. Вексель предоставляет векселедержателю бесспорное право по истечении срока векселя требовать от должника (векселедателя) указанную в векселе сумму. Векселя бывают простые и переводные.

Простой вексель (соло-вексель) – это обязательство покупателя товара уплатить в указанный срок определенную сумму продавцу. Вексель выписывается покупателем и передается продавцу товара. 

Переводной вексель (тратта) представляет собой письменный приказ продавца (трассанта) покупателю (трассату) об уплате обозначенной в векселе суммы в указанный срок третьему лицу (ремитенту). Передаточная надпись на обратной стороне векселя называется индоссамент. С помощью индоссамента вексель может передаваться многократно, по существу являясь денежным документом. 

Банковский кредит состоит в предоставлении банками предпринимателям и другим заемщикам денежных кредитов или денежных ссуд. Здесь, в отличие от коммерческого кредита, объектом являются денежные средства. Использование в обращении банковских векселей расширяют масштабы вексельного оборота и делают его более обеспеченным вследствие гарантий, выдаваемых банками. Вексель используется как платежное средство. В случае необходимости получения денег по векселю ранее указанного срока векселедержатель может продать его банку по более низкой цене, т. е. ниже суммы, указанной на векселе. Сумма, указанная на векселе, является его номинальной стоимостью. Такая сделка носит название учета векселя или дисконтирования.

По существу, дисконтирование – это задача, обратная наращению процентов: по заданной сумме S, которую следует уплатить через некоторое время n, необходимо определить сумму полученной ссуды P. Такая ситуация может возникнуть, например, при разработке условий контракта. Расчет P по S необходим и тогда, когда проценты с суммы S удерживаются вперед, т.е. непосредственно при выдаче ссуды. В этих случаях, говорят, что сумма S дисконтируется или учитывается, сам процесс начисления процентов и их удержание называется учетом, а удержанные проценты (или разница между номинальной стоимостью долгового обязательства и суммой, полученной векселедержателем в результате учета векселя) – дисконтом.


Термин «дисконтирование» употребляется и в более широком смысле – как средство определения любой стоимостной величины, относящейся к будущему, на некоторый, более ранний момент времени.  Такой прием часто называют приведением стоимостного показателя к некоторому, обычно начальному моменту времени.


Величину P, найденную с помощью дисконтирования, называют современной величиной суммы S, а иногда, в зависимости от контекста – современной (текущей, капитализированной) стоимостью. Современная величина в сумме денег является одним из важнейших понятий в количественном анализе финансовых операций. В большинстве случаев именно с помощью дисконтирования, а не наращения учитывается такой фактор, как время.


Логика финансовых операций наращения и дисконтирования приведена на рис. 2.
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Рис. 2. Логика финансовых операций


В зависимости от вида процентной ставки применяют два вида дисконтирования: математическое дисконтирование и банковский (коммерческий) учет.
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ДИСКОНТИРОВАНИЕ


Математическое дисконтирование представляет собой формальное решение задачи, обратной наращению первоначальной суммы ссуды. Задача в этом случае формулируется так: какую первоначальную сумму ссуды надо выдать в долг, чтобы получить в конце срока сумму S при условии, что на долг начисляются проценты по ставке i ?  Решив уравнение (1) относительно P, находим:
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Установленная таким путем величина P является современной величиной суммы S, которая будет выплачена через n лет. Выражение 1/(1 + n∙i) называется дисконтным множителем, который показывает современную стоимость одной денежной единицы.


Разность (S – P) можно рассматривать не только как проценты, начисляемые на P, но и как дисконт суммы S. Обозначим последний через D. Дисконт, как скидка с конечной суммы долга необязательно определяется через процентную ставку, он может быть установлен по соглашению сторон и в виде абсолютной величины для всего срока.

БАНКОВСКИЙ ИЛИ КОММЕРЧЕСКИЙ УЧЕТ

 (УЧЕТ ВЕКСЕЛЕЙ)


При учете векселя применяется банковский учет. Согласно этому методу проценты за использование ссуды в виде дисконта начисляются на сумму, подлежащую уплате в конце срока. При этом применяется учетная ставка d. Таким образом  P = S – S∙n∙d = S(1-n∙d), где S∙n∙d – величина дисконта, а n – срок от момента учета до даты погашения векселя. Величина  (1 – n∙d) называется дисконтным множителем при использовании учетной процентной ставки. Учет посредством учетной ставки осуществляется чаще всего при временной базе K = 360 дней, число дней ссуды берется точное (обыкновенные проценты с точным числом дней ссуды).

Необходимость использования простой учетной ставки для расчета наращенной суммы возникает в случае определения номинальной стоимости векселя при выдаче ссуды. В этом случае сумма долга, проставленная в векселе, будет равна
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Величина 1/(1-n∙d) в этом случае является множителем наращения при использовании простой учетной ставки.

В отдельных случаях может возникнуть ситуация, когда совмещается начисление процентов по ставке наращения i и дисконтирование по учетной ставке d. В этом случае, полученная при учете сумма определится как
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где P – первоначальная сумма ссуды; n – общий срок платежного обязательства; n' – срок от момента учета до даты погашения платежа; P' – сумма, полученная при учете обязательства.   
Определение срока ссуды при использовании учетной ставки производится по формулам:
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где n – срок ссуды в годах; t – срок ссуды в днях; k – временная база. 

Величина  учетной ставки рассчитывается по формулам:
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Иногда размер дисконта фиксируется в договоре в виде процента скидки (общей учетной ставки) за весь срок ссуды – d'. В этом случае 




P = S(1 – d').

       
 

(19)

Имея ввиду, что P = S/(1+n∙i), находим годовую ставку наращения 
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Годовая учетная ставка в этом случае d = d'/n.

1.4. Ставка  наращения   и   учетная   ставка.   

Эквивалентные ставки

Как видно из предыдущих разделов, и ставка наращения, и учетная ставка применяются для решения сходных задач. Однако для ставки наращения прямой задачей является определение наращенной суммы, обратной – дисконтирование. Для учетной ставки, наоборот, прямая задача заключается в дисконтировании, обратная – в наращении.  

Ставки                                Прямая задача                           Обратная задача 

     i



     S = P(1 + n∙i)



P = S/(1 + n∙i)      

    d



     P = S(1 – n∙d)



S = P/(1 – n∙d)       
Однако дисконтирование по процентной ставке и учетной ставке приводит к различным результатам, даже если i = d. То есть при банковском дисконтировании владелец векселя получит меньшую сумму, чем при использовании математического дисконтирования. Это является следствием того, что учетная ставка отражает фактор времени более жестко.

Так, из формулы (13) следует, что при n>1/d величина дисконтного множителя и, следовательно, суммы P станет отрицательной. Иначе говоря, при относительно большом сроке векселя учет может привести к нулевой или даже отрицательной сумме P, что лишено смысла. Например, при d = 20% уже пятилетний срок достаточен для того, чтобы владелец векселя ничего не получил при его учете.

Влияние фактора времени усиливается при увеличении величины ставки. Так, при d = 100% отрицательный результат проявится уже при n >1. Такая ситуация не возникает при математическом дисконтировании: при любом сроке современная величина платежа здесь больше нуля. Для иллюстрации сказанного на рис. 3 и в табл. 1 приведены дисконтные множители (ДМ), когда i = d = 20%.

Сравнивая формулы (1) и (13) легко понять, что учетная ставка дает более быстрый рост суммы задолженности, чем такой же величины ставка наращения. Множители наращения (МН) для двух видов ставок при условии, что i = d = 20%, показаны на рис. 4 и в табл. 2.



   ДM






    MH


Рис. 3. Величина дисконтного
              Рис. 4. Величина множителя    

                 
   множителя




      наращения
Таблица 1

Дисконтные множители, i = d = 20%

Ставка
n


1/12
1/4
1/2
1
2
10

i

d
0,9836

0,9833
0,9524

0,9500
0,9091

0,9000
0,8333

0,8000
0,7143

0,6000
0,3333

(


Таблица 2

Множители наращения, i = d = 20%

Вид

ставки
n



1/12
1/4
1/2
1
2
10

i

d
1,0167

1,0169
1,0500

1,0526
1,1000

1,1111
1,2000

1,2500
1,4000

1,6667
3

(


Выбор конкретного вида ставок заметно влияет на финансовые итоги операций. Однако возможен такой подбор величины ставок, при котором результаты будут равноценными. Для одних и тех же значений i и d из формул (12) и (13) можно записать:  
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откуда    



       i = d/(1 – n∙d), 


         (21)

d = i/(1 + n∙i).            

         (22)

В дальнейшем различные ставки, которые дают одно и то же значение наращенной суммы (при фиксированном сроке), будем называть эквивалентными ставками. Полученные эквивалентные ставки могут быть применены при сравнении доходности сделок, в которых применяются различные виды ставок. Легко заметить, что с уменьшением n различия между эквивалентными ставками i и d становятся менее ощутимыми (табл. 3).

Таблица 3

Эквивалентные ставки

Ставка

%
n



0,2
0,5
1
2
3
5

d

i
10

10,02


10

10,05
10

11,11
10

12,50
10

14,28
10

20,0

1.5. Финансовые вычисления на основе сложных процентов

В финансовой практике широко используется и другой механизм наращения денег, известный как «процент за процент». При этом проценты присоединяются к исходной сумме и, следовательно, база для определения наращенной суммы меняется. Такая практика широко используется при  среднесрочных и долгосрочных операциях. Это – сложные проценты. Механизм наращения денег по сложным процентам называют также капитализацией процента. По существу этот механизм подобен реинвестированию процентных денег.

Используя введенные ранее обозначения, имеем: к концу 1-го периода наращения сумма равна    S1 = P + P·i = P(1 + i), 

к концу 2-го периода 

    S2 = P(1 + i) + P(1 + i)i = P(1 + i)2  и т.д. 
В конце n-го года наращенная сумма будет равна




S = P(1 + i)n.




(23)

Проценты за этот же период равны

I = S – P = P{(1 + i)n – 1}.



(24)

Величину q = (1 + i)n называют множителем наращения по сложным процентам. Как видим, величина множителя наращения зависит от двух параметров – i и n. следует отметить, что при большем сроке наращения даже небольшое изменение ставки заметно влияет на величину множителя и, следовательно, на величину наращенной суммы. Графическая иллюстрация наращения по сложным процентам представлена на рис. 5.



   S

In = P{(1 + i)n – 1}
                                       
 

 

    P


Рис. 5  График роста по сложным процентам

ПЕРЕМЕННЫЕ  СТАВКИ

 Формула (23) предполагает постоянную ставку на протяжении всего срока начисления процентов. Однако неустойчивость кредитно-денежного рынка заставляет модернизировать «классическую» схему, например с помощью применения плавающих ставок. В этом случае, а также тогда, когда значения переменных ставок фиксируются в контракте, общий множитель наращения определяется как произведение частных множителей:
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НАЧИСЛЕНИЕ ПРОЦЕНТОВ ПРИ ДРОБНОМ ЧИСЛЕ ЛЕТ


Часто срок для начисления процентов не является целым числом. В ряде коммерческих банков для некоторых операций в этом случае проценты начисляются только за целое число лет (или других периодов начисления). В большинстве же случаев учитывается полный срок. При этом применяются два метода начисления процентов: 


- по формуле сложных процентов
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- на основе смешанного метода
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где n = a + b   – период сделки;

       

a   – целое число лет;

       

b   – дробная часть года.


При выборе метода следует иметь ввиду, что множитель наращения по смешанному методу оказывается несколько больше, чем по общему методу, так как для n < 1 справедливо соотношение 
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1.6. Рост по сложным и простым процентам


Для того чтобы сопоставить результаты наращения по разным процентным ставкам, достаточно сравнить соответствующие множители наращения. Нетрудно убедиться в том, что при одинаковых уровнях процентных ставок соотношение этих множителей существенно зависит от срока. Для того чтобы различать сложные и простые процентные ставки, введем индекс «c» для ставки сложных процентов, тогда получим:

если  n > 1, то  
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если  n = 1, то  
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если  n < 1, то  
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Заметим также, что с увеличением срока (при n > 1) различия в последствиях применения простых и сложных процентов усиливаются (рис. 6).

           

  S 

            

  P  

Рис. 6. График роста по сложным и простым процентам.

СРОК ССУДЫ И ФОРМУЛЫ УДВОЕНИЯ


Различия в процессах наращения исходной суммы по простым и сложным процентам наиболее четко проявляются в периодах, приводящих к удвоению, утроению и т.д. или конкретному росту исходной суммы депозита, кредита.


Представим множители наращения:


- для простых процентов  
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- для сложных процентов 
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Проследим изменения периода удвоения исходной суммы депозита (формулы удвоения): 


удвоение по простым процентам
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удвоение по сложным процентам             
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Можно сделать следующие выводы:


- удвоение суммы вклада по сложным процентам происходит быстрее;


- при увеличении процентной ставки разрыв во времени удвоения сокращается.


Найдем теперь ставку простых процентов, эквивалентную ставке сложных процентов. Очевидно, что для этого достаточно написать равенство 


[image: image30.wmf]1 + n∙iп = (1 + iс)n,

где iп – ставка простых процентов; iс – ставка сложных процентов, тогда 
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то есть ставки существенно зависят от срока начисления процентов.

1.7. Номинальная и эффективная ставки

НОМИНАЛЬНАЯ СТАВКА
В современных условиях проценты капитализируются обычно не один, а несколько раз в году – по полугодиям, поквартально, помесячно, ежедневно или непрерывно.

В этом случае можно воспользоваться основной формулой наращения по сложным процентам, считая, что n – это число периодов наращения, а под ставкой i следует понимать ставку наращения за один период. 

Например, при поквартальном начислении процентов по квартальной сложной ставке процентов – 8% в течение 5 лет число периодов начисления n составит 5 X 4 = 20. Тогда множитель наращения (1 + i)n равен (1 + 0,08)20 = 4,6609. На практике, как правило, в контракте или договоре фиксируется не ставка за период, а годовая ставка, одновременно указывается и число периодов начисления.

Пусть годовая ставка равна j, а число периодов начисления процентов в году – m. Таким образом, каждый раз проценты начисляются по ставке j/m. Ставку j называют номинальной ставкой. При этом формула наращения выглядит следующим образом:
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   где N – общее количество периодов начисления (N = n∙m).


Из этой формулы видно, что чем чаще начисляются проценты, тем больше накопленная сумма, т.е. тем быстрее идет процесс наращения.

ЭФФЕКТИВНАЯ СТАВКА

Введем теперь новое понятие – эффективную (действительную) ставку процента, под которой понимают ту реальную прибыль, которую получают от одной денежной единицы в год. Иначе говоря, эффективная ставка (т.е. такая ставка, по которой проценты начисляются один раз в год) эквивалентна (дает такое же наращение) номинальной ставке при начислении процентов m раз в год. Или эффективная ставка – это годовая ставка сложных процентов, которая дает тот же результат, что и m-разовое начисление процентов по ставке j.


Обозначим эффективную ставку через i. По определению множители наращения по двум видам ставок (эффективной и номинальной при m-разовом начислении) должны быть равны друг другу:

(1 + i)n = (1 + j/m)m∙n,
откуда                      

                                  i = (1 + j/m)m – 1




(34)

и



     
[image: image34.wmf](

)

1

1

-

+

=

m

i

m

j

.

 

         (35)

Как видим, эффективная ставка при m > 1 больше номинальной, при m = 1 – i = j.


Замена в договоре номинальной ставки j при m-разовом начислении процентов на эффективную ставку i не изменяет финансовых обязательств участвующих сторон.


1.8. Дисконтирование с использованием сложных процентов


При изучении простых процентов были рассмотрены два метода дисконтирования – математический и банковский учет. Первый заключается в определении P по значению S при заданном уровне ставки процента i, второй – при заданном уровне учетной ставки d.


Для математического дисконтирования по сложным процентам решим уравнение (23) относительно P:
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где 
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называется дисконтным множителем.

В случае, когда проценты начисляются m раз в год, величина P определяется как: 
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где j –  номинальная ставка процентов;

      n –  срок ссуды в годах.


Дисконтный множитель равен 
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Здесь также величина P, полученная дисконтированием S, называется современной или приведенной величиной S. При начислении на величину P процентов по ставке i она принимает значение величины S через n лет. Таким образом, эти величины с учетом временного фактора эквивалентны. Разность между S и P является дисконтом, который равен:

D = S – P = S – S∙vn = S(1 - vn),

D = S – P = S – S∙vm·n = S(1 - vm∙n).

Являясь одной из основных характеристик в финансовом анализе, современная величина требует рассмотрения ее основных свойств. Одно из этих свойств заключается в том, что чем выше ставка процентов, тем более интенсивно происходит дисконтирование и, как следствие, в большей степени уменьшается первоначальная величина P при прочих равных условиях (рис. 7).
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Рис. 7. Зависимость дисконтного множителя

от величины процентной ставки 

Оказывает влияние на процесс нахождения современной величины и число раз начисления процентов. С ростом m дисконтный множитель уменьшается. 

Большое влияние на процесс дисконтирования оказывает срок платежа. С увеличением срока платежа современная величина будет становиться все меньше. 

Практически, при очень больших сроках платежа его современная величина будет крайне незначительна. На практике, особенно в условиях инфляции, срок платежа регулируется приемлемыми для партнеров разумными пределами.
Соотношение между дисконтным множителем, рассчитанным по простой и сложной ставке процентов, зависит от срока сделки. В случае эквивалентности простой и сложной ставок для срока менее года имеем: 

(1 + n·iп)-1 < (1 + iс)-n. 
Для срока более года имеем: 

(1 + n·iп)-1>(1 + iс)-n.
1.9. Операции со сложной учетной ставкой

В учетных операциях наряду с использованием простых и сложных процентных ставок  используются и сложные годовые учетные ставки. В этих случаях процесс дисконтирования происходит с замедлением, так как на каждом шаге во времени или в каждом периоде учетная ставка применяется не к первоначальной сумме, как при учете при простой учетной ставке, а к сумме, уменьшенной на величину дисконта, определенного на предыдущем шаге. 

Для дисконтирования по сложной учетной ставке используется формула:

P = S(1 - dс)n,




(38)

где dс –  сложная годовая учетная ставка; 

       n –  срок ссуды.

В этом случае дисконт определяется по формуле: 

D = S – P = S – S(1 – dс)n = S{1 – (1 – dс)n}.

  (39)
Величина учетной ставки определяется в зависимости от срока наступления платежа по долговому обязательству и действующей процентной ставки.

Дисконтирование по сложной учетной ставке для владельца векселя выгоднее, чем по простой учетной ставке. Это различие обусловлено математическими свойствами простой и сложной учетной ставки.

Действительно, при использовании простой учетной ставки значение дисконтного множителя равномерно уменьшается по мере роста n и достигает нуля при  n = 1/d (см. пункт 1.4. и рис. 3).

При использовании для дисконтирования сложной учетной ставки дисконтный множитель экспоненциально уменьшается и достигает нуля лишь в пределе, при n
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 (рис. 8).
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Рис.8. Зависимость дисконтного множителя от применяемой ставки

НОМИНАЛЬНАЯ И  ЭФФЕКТИВНАЯ УЧЕТНАЯ СТАВКА

При дисконтировании m раз в год применяют номинальную учетную ставку f. Дисконтирование в каждом периоде будет осуществляться по ставке f /m по формуле:                            

                P = S(1 – f /m)N,




 (40)

где N = m·n – общее число периодов дисконтирования. 


Дисконтирование с использованием номинальной ставки, т. е. m раз в году, замедляет этот процесс и уменьшает сумму дисконта при прочих равных условиях, что для банка, как правило, невыгодно.

При дисконтировании, также как и при вычислении наращенной суммы, используется понятие эффективной учетной ставки.

Под эффективной учетной ставкой понимается сложная годовая ставка, эквивалентная номинальной ставке процентов при заданном значении m. Она определяется по формуле: 
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Эффективная учетная ставка меньше номинальной ставки.

НАРАЩЕНИЕ ПО СЛОЖНОЙ УЧЕТНОЙ СТАВКЕ

Метод определения величины наращенной суммы с помощью сложных процентов (когда начисление процентов осуществляется по ставке i) не является единственным. Определение наращенной суммы возможно и с помощью учетной ставки по формулам:






S = P/(1 – dc)n,




(42)





S = P/(1 – f /m)m·n.




(43)

Такой способ также называется наращением капитала по сложным учетным ставкам.


1.10. Мажорантность   множителей   наращения

   и   дисконтных множителей

При сопоставлении различных условий контрактов практический интерес представляет сравнение интенсивности процессов наращения и дисконтирования по различным процентным и учетным ставкам.

Для расчета наращенных сумм и дисконтирования, мы рассматривали различные виды ставок:

iп , iс,  j,  dп,  dс,  f.
Все они используются для практических финансовых расчетов, но при прочих равных условиях приводят к различным финансовым результатам. Так как финансовые результаты, т. е. обязательства сторон зависят от числа периодов начисления процентов, то при условии, что iп = ic = dп = dс множители наращения будут представлять следующий мажорантный ряд.

При n < 1

(1 + iс)n < (1 + iп·n) < (1 – n·dп)-1 < (1 – dс)-n.
При n > 1
(1 + iп·n) < (1 + iс)n < (1 – dс)-n < (1 – n·dп)-1.
При n = 1

(1 + iп·n) = (1 + iс)n < (1 – n·dп)-1 = (1 – dс)-n.
Аналогично можно получить систему неравенств для дисконтных множителей.

При n < 1

(1 – dс)n < (1 – n·dп) < (1 + n·iп)-1 < (1 + iс)-n.
При n > 1

(1 – n·dп) < (1 – dс)n < (1 + iс)-n < (1 + n·iп)-1.
При n = 1

(1 – n·dп) = (1 – dс)n < (1 + n·iп)-1 = (1 + iс)-n.
Эти соотношения между множителями наращения и дисконтными множителями используются, в частности, для выбора стратегии в финансовом менеджменте, которой следует банк или коммерческая структура.

Финансовые вычисления и отношения сторон при использовании ставок  j и f  зависят от принятого значения m, которое может значительно варьировать.

1.11. Определение срока платежа и ставки процентов

При разработке условий финансовых соглашений часто сталкиваются с необходимостью определения продолжительности ссуды и уровня процентной ставки. Для простых процентов мы уже рассматривали это. Обратимся к операциям со сложными процентными ставками и решим уравнения, связывающие P и S относительно интересующих нас величин.

СРОК  ПЛАТЕЖА
При наращении при сложной годовой ставке i и по номинальной ставке j соответственно получим 
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При дисконтировании по сложной годовой учетной ставке d и по номинальной учетной ставке f 
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ВЕЛИЧИНА ПРОЦЕНТНОЙ СТАВКИ
При наращении по сложной годовой ставке процентов и по номинальной ставке процента m раз в год
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При дисконтировании по сложной учетной ставке и по номинальной учетной ставке
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РАЗДЕЛ 2. ПОСТОЯННЫЕ ФИНАНСОВЫЕ РЕНТЫ

2.1. Основные понятия. Классификация рент

Современные финансово-банковские операции часто предполагают не отдельные или разовые платежи, а некоторую их последовательность во времени. Такие последовательности или ряды платежей вызываются потоками платежей. Потоки платежей могут быть регулярными и нерегулярными. В нерегулярном потоке платежей членами являются как положительные (поступления), так и отрицательные величины (выплаты), а соответствующие платежи могут производиться через разные промежутки времени.

Поток платежей, все члены которого положительные величины, а временные интервалы между платежами одинаковы, называют финансовой рентой, или просто рентой, а иногда аннуитетом, независимо от назначения или происхождения платежей.

Рента характеризуется следующими параметрами:
член  ренты – размер отдельного платежа, R;

период  ренты – временной интервал между двумя последовательными платежами;
срок  ренты – время от начала первого периода ренты до конца последнего периода, n;

процентная ставка – она может и не фигурировать в условиях финансовой ренты, но вместе с тем, крайне важна для ее анализа, i.

При характеристике отдельных видов рент необходимы дополнительные условия и параметры: число платежей в году, способ и частота начисления процентов.

На практике применяют разные по своим условиям ренты, которые в зависимости от признаков классификации различаются:

1. По количеству выплат членов ренты на протяжении года.

1.1. Годовые (выплата раз в году).

1.2. р-срочная (p – количество выплат в год).

Эти виды рент называются дискретными. Если платежи происходят столь часто, что их практически можно рассматривать как непрерывные, то и ренты называются непрерывными. 

2. По количеству начислений процентов на протяжении года. 

2.1. Ренты с ежегодным начислением.

2.2. Ренты с начислением m раз в году.

2.3. Ренты с непрерывным начислением.

3. По величине своих членов.

3.1. Постоянные (с одинаковыми платежами).

3.2. Переменные (их члены изменяют свои размеры во времени).

4. По вероятности выплат.

4.1. Верные (подлежащие безусловной уплате).

4.2. Условные (выплата условной ренты ставится в зависимости от наступления некоторого случайного события, число членов ее заранее неизвестно).

5. По количеству членов.

5.1. Ограниченные по срокам (срок заранее обговаривается).

5.2. Бесконечная или вечная рента (срок не обговаривается конкретными датами).

6. По соотношению начала срока ренты и первого момента выплаты.

6.1. Немедленные ренты (первый момент выплат совпадает с началом ренты).

6.2. Отложенные или отсроченные ренты (начало выплат смещено относительно срока начала ренты).

7. По моменту выплат платежей в пределах периода. 

7.1. Ренты постнумерандо или обыкновенные (выплата производится в конце периода).

7.2. Ренты пренумерандо (выплаты производятся в начале периода).

Иногда контракты предусматривают платежи или поступления денег в середине периода. 

Пример. Контракт предусматривает периодическое погашение задолженности в конце каждого полугодия выплатой одинаковых погасительных платежей на протяжении фиксированного количества лет, то есть имеется постоянная, полугодовая, верная, ограниченная рента постнумерандо.

2.2. Обобщающие  параметры  потоков  платежей   и   прямой    

       метод расчета наращенной и современной стоимости

В большинстве практических случаев анализ потоков платежей предполагает расчет одного или двух обобщающих параметров: наращенной суммы и современной стоимости.

Наращенная сумма – это сумма всех членов потоков платежей с начисленными на них к концу срока процентами.

Современная стоимость – сумма всех его членов, дисконтированных на начало срока ренты или на некоторый упреждающий момент времени. 

Наращенная сумма может представлять собой общую сумму накопленной задолженности к концу срока, итоговый объем инвестиций, накопленный денежный резерв и пр.  Современная же стоимость характеризует приведенные к началу срока (началу осуществления проекта) инвестиционные затраты, суммарный капитализированный доход, чистую приведенную прибыль и т.д. Без расчета обобщающих характеристик невозможно разработать план последовательного погашения задолженности, измерить экономическую эффективность проекта, осуществить сравнение условий различных контрактов и решить множество финансовых задач.

Как наращенную, так и современную стоимость потока платежей можно рассчитать прямым счетом. Для этого рассмотрим общую постановку задачи.

Пусть имеется ряд произвольных платежей Rt, выплачиваемых спустя время nt после некоторого начального момента времени, общий срок выплаты n лет. Необходимо определить наращенную на конец срока сумму S, если проценты начисляются раз в году по сложной процентной ставке i, получим общую схему расчета наращенной суммы потока платежей (рис. 9).

S = S1 + S2 + S3 + … + Sn – 2 + Sn – 1 + Sn (Rn), или 
S = R1(1 + i)n – 1 + R2(1 + i)n – 2 + R3(1 + i)n – 3 + … + Rn – 2(1 + i)2 + 

+ Rn – 1(1 + i) + Rn, или
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Рис. 9. Общая схема расчета наращенной суммы потока платежей

Современную стоимость (А) такого потока находим как сумму дисконтированных платежей (рис. 10).


Рис. 10. Общая схема расчета современной стоимости

A = A1 + A2 + A3 +…+ An – 2  + An – 1 + An, или

A = R1/(1 + i) + R2/(1 + i)2 + R3/(1 + i)3 +…+ Rn – 2/(1 + i)n – 2 + 

+ Rn – 1/(1 + i)n – 1 + Rn/(1 + i)n,  или





[image: image50.wmf](

)

å

å

=

=

×

=

+

=

n

t

n

t

n

t

n

t

t

t

v

R

i

R

A

1

1

1

/

.


(53)

Современная величина ренты или потока платежей представляет собой ее оценку в виде некоторой величины, приуроченной к некоторому предшествующему моменту времени. Наращенная сумма является также обобщением потока в виде одного числа, но приуроченного к концу срока. Понятно, что между этими величинами должна существовать определенная зависимость. В самом деле, продисконтировав сумму S с помощью дисконтного множителя vn, получим
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Соответственно, наращивая сумму А по ставке i, получим 

A(1 + i)n = S.
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2.3. Определение  наращенной  суммы  постоянных     

рент постнумерандо

Напомним, что рентой постнумерандо называется такой поток платежей, в котором равные по размеру взносы вносятся в конце календарного года с заданным процентом (как правило, годовым). Под наращенной суммой такой ренты понимается сумма всех ее членов (вкладов, выплат и пр.) с начисленными на них процентами на конец ее срока.

ГОДОВАЯ РЕНТА

1. Начисление процентов один раз в год.
Пусть в конце каждого года в течение n лет в банк вносятся суммы равные R. В целом эти платежи представляют собой постоянную обычную ренту постнумерандо (для графической интерпретации можно воспользоваться рис. 9, приняв период ренты равный одному году, а  R1 = R2 =...= Rn – 1 = Rn).

Члены этой ренты будут приносить проценты в течение n – 1; n – 2; ...; 2; 1 и 0 лет соответственно, а наращенная величина членов ренты к концу срока составит: R(1 + i)n – 1;  R(1 + i)n – 2,..., R(1 + i);  R.

Если переписать этот ряд в обратном порядке, то он будет представлять собой геометрическую прогрессию, сумма членов которой равна
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Множитель, на который умножается R обозначается как sn,i, причем индекс указывает на продолжительность ренты  – n и величину процентной ставки – i. Этот множитель называется коэффициентом наращения ренты и представляет собой наращенную сумму ренты, член которой равен 1.
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Таким образом 




S = R·sn,i .




(57)

Формула (55) может применяться и для расчета наращенной суммы ренты постнумерандо с периодом, отличающимся от года. В этом случае вместо n подставляется число периодов, а вместо i – ставка за период.

2. Начисление процентов m раз в год.
Здесь члены ренты с начисленными к концу срока процентами образуют ряд (сразу перепишем его в обратном порядке) 

R, R(1 + j/m)m, R(1 + j/m)2·m, … , R(1 + j/m)(n – 1)n,

где j – номинальная ставка процента. 

Сумма членов этой геометрической прогрессии равна
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p - СРОЧНАЯ РЕНТА

1. Начисление процентов один раз в год (m = 1).
Пусть рента выплачивается p раз в году равными суммами, процент же начисляется один раз в год. Если годовая сумма платежей равна R, то каждый раз выплачивается R/p. Общее число членов ренты равно n·p. Ряд членов этой ренты с начисленными процентами представляет геометрическую прогрессию с первым членом R/p и знаменателем – (1 + i)1/p. Сумма членов этой прогрессии 
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2. Начисление процентов (число раз) совпадает с числом выплат в год.
На практике такие случаи встречаются достаточно часто. Здесь p = m, и подставляя в формулу (55) вместо i – j/m, а вместо числа лет – число периодов выплат ренты n·p = n·m, и учитывая, что член ренты равен R/p = R/m получим: 
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3. Общий случай.
Здесь мы имеем p выплат в год, на которые проценты начисляются m раз (p ( m). Общее количество членов ренты равно n·p, величина члена ренты – R/p. Члены ренты с начисленными на них процентами образуют геометрическую прогрессию с первым членом R/p и знаменателем (1 + j/m)m/p. Сумма членов такой прогрессии (или, в нашем случае, наращенная сумма)
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Естественно, что ренты с разными условиями дадут и разную наращенную сумму. Обозначим наращенную сумму ренты через Sp,m, где p указывает на количество выплат в год, а m – на  количество раз начисляемых процентов (S(1, 1) – это наращенная сумма годовой ренты с начислением процентов один раз в год). Тогда справедлив следующий ряд: 

S(1, 1) < S(1, m) < S(p, 1) < S(p, m) < S(p, m) < S(p, m).

m>1         p>1       p>m>1     p = m>1    m>p>1
Он может быть использован при выборе условий контрактов, так как позволяет до проведения соответствующих расчетов получить представление о приоритете того или иного условия.
2.4. Определение  современной  стоимости   постоянных   рент
постнумерандо

Под современной (современная стоимость, современная величина, капитализированная стоимость, приведенная величина, настоящая цена) стоимостью потока платежей понимается сумма дисконтированных членов этого потока на некоторый момент времени. Данный показатель находит широкое применение в разнообразных финансовых расчетах (планирование погашения долгосрочных займов, реструктурирование долга, оценка и сравнение инвестиций и т.д.)

ГОДОВАЯ РЕНТА
1. Начисление процентов один раз в год
Имеем годовую ренту постнумерандо с членом равным R, сроком – n, ежегодным дисконтированием. Рента немедленная. (Для графической интерпретации можно воспользоваться рис. 10, приняв период ренты – 1 год и равные члены ренты).

В этих условиях дисконтированная величина первого платежа – R·v, второго – R·v2, последнего – R·vn. То есть эти величины представляют геометрическую прогрессию с первым членом – R·v и знаменателем – v.

Обозначим сумму этих членов через А. Тогда
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Множитель, на который умножается член ренты, называется коэффициентом приведения ренты и обозначается через аn,i. Этот коэффициент еще называется современной стоимостью единичной ренты, т.к. он показывает современную стоимость ренты, член которой равен 1.

Формула (62) применяется и для расчета современной стоимости p-срочной ренты, если n означает число периодов, а i является ставкой за период.

2. Начисление процентов m раз в год.

Заменим в формуле (62) дисконтный множитель (1 + i)-n на эквивалентную величину (1 + j/m)-m·n, соответственно i на (1+ j/m)m – 1, после чего имеем 
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p – СРОЧНАЯ РЕНТА

1. Начисление процентов один раз в год.
В этом случае размер платежа – R/p, а число членов – n·p. Тогда сумма дисконтированных платежей
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2. Число раз начислений процентов совпадает с числом выплат в год.
Здесь m = p, величина члена ренты  равна R/m, число членов ренты равно числу начислений процентов
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3. Общий случай.
Здесь p ( m и сумма членов соответствующей прогрессии или современная величина такой ренты составит
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Так же как и наращенная сумма, современные стоимости находятся в определенном соотношении (для ренты с различными условиями):

A(1, m) < A(1, 1) < A(p, m) < A(p, m) < A(p, m) < A(p, 1).  

m>p>1      p = m>1    p>m>1

ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ S  и  А
В пункте 2.2. показана зависимость между наращенной и современной стоимостью произвольного потока платежей. Для годовых и p-срочных постоянных рент постнумерандо имеем: 
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an,i(1 + i)n = sn,i ;    sn,i·vn = an,i .
2.5. Определение параметров постоянных рент постнумерандо

При разработке условий финансовых контрактов достаточно часто возникают задачи, связанные не с определением наращенной или современной стоимости постоянных рент, а с определением их параметров: срока ренты, годовой процентной ставки и члена ренты.

1. Определение величины члена ренты. 

Подобного рода задачи возникают при разработке, например, условий соглашения, предусматривающего равномерное постепенное погашение суммы кредита при заданном его сроке. Здесь возможны два варианта постановки задачи, зависящие от того, какая величина является исходной – наращенная сумма или современная величина. Если сумма долга определена на какой-либо момент в будущем, то логично приравнять ее наращенной сумме, тогда величина члена ренты легко находится на основе формулы (57)

    R = S/sn,i .




    (68) 

Если же размер долга определен на некоторый начальный момент, то эта сумма приравнивается к современной величине ренты и величина члена ренты определится с помощью формулы (62)

R = A/an,i.




   (69)

На основе формул (59) – (66) нетрудно определить R и для других условий ренты.
2. Расчет срока ренты и ставки процента 

При разработке условий финансовых соглашений иногда сталкиваются с необходимостью определения срока ренты в зависимости от заданных условий. Расчет срока имеет смысл в том случае, когда заданы A, S, R, i (для годовой ренты m = 1) или аналогичные условия для p-срочных рент. Данная задача решается простым преобразованием формул, определяющих A и S. Так, для годовой ренты с ежегодным начислением процентов находим 
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При анализе формул (70) и (71) становится очевидным, что они позволяют определить значение n  только при определенных условиях. Например, n, определенная по формуле (71) будет положительным числом только в том случае, когда 
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 или R > A·i. Иначе говоря, если A – текущее значение долга, которое приравнено современной стоимости ренты, погашающей этот долг, то за конечное число выплат этот долг будет погашен. Если же  R=A·i, то в этом случае n = ( и члены ренты будут покрывать только текущие начисленные проценты. Если R < A·i, то начисленные проценты превышают член ренты и погашение долга размером A выплатой ренты с членом R невозможно.

Для определения величины процентной ставки можно воспользоваться специальным пакетом прикладных программ или методом линейной интерполяции, итерационным методом, можно использовать первые три-четыре члена разложения бинома Ньютона и пр.  

2.6. Наращенные   суммы   и   современные   стоимости   других

видов постоянных рент

Так как методика расчета основных параметров этих рент не отличается от вышерассмотренных, то приведем только основные формулы с краткими пояснениями.

1. Рента пренумерандо.
Под рентой пренумерандо понимается рента с выплатами в начале периода. Отличие ее от ренты постнумерандо в числе начисления процентов. Легко понять, что каждый член ренты пренумерандо «работает» на один период больше, чем член ренты постнумерандо (рис. 11).
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Рис. 11. Отличие рент

Тогда наращенная сумма ренты пренумерандо  
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или
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Аналогичным путем для годовой ренты с начислением процентов m раз
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Для p-срочной ренты
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Точно такая же зависимость наблюдается и между современными стоимостями рент постнумерандо и пренумерандо:
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Соответствующие зависимости получим и для коэффициентов приведения:
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2. Отложенные ренты
Начало отложенной (отсроченной) ренты приходится на какой-то момент в будущем относительно момента, по состоянию на который производится оценка современной величины ренты. Например, последовательное погашение кредита может производиться не сразу, а спустя некоторое время (льготный период) после поставки товара. Очевидно, что сдвиг во времени никак не отражается на величине наращенной суммы. Что касается современной стоимости, то ее можно определить следующим образом. Пусть рента выплачивается спустя t лет после некоторого начального момента времени. Эту ренту можно рассматривать как постоянную немедленную ренту с членом R , сроком n (причем под сроком этой ренты понимается период от начала выплат t до конца); ее современная стоимость (т.е. стоимость на момент t) равна A. Современная стоимость на начало периода отсрочки, равного t лет равна дисконтированной величине современной стоимости немедленной ренты (рис. 12). Для годовой ренты




t A = A·vt = A·an,i·vt,




(78)

где tA – современная стоимость отложенной ренты

  tA = A·vt                     A = R·an,i

           1      2   …    t           .…n0-1    n0
t                           n
Рис. 12. Современная стоимость отсроченной ренты

3. Ренты с периодом платежей больше года.
В практике финансовых расчетов (особенно при расчете эффективности инвестиций) бывают случаи, когда члены ренты выплачиваются с интервалом превышающим один год (проценты начисляются ежегодно).

Обозначим через r – временной интервал между двумя членами ренты, проценты начисляются раз в году. В этом случае современная стоимость первого платежа составит на начало ренты величину T·vr , второго – T·v 2r и т.д., для последнего члена – T·vn , где T – величина члена ренты, n – срок ренты, кратный r. Последовательность дисконтированных платежей представляет собой геометрическую прогрессию с первым членом T·vr, знаменателем vr и числом членов n/r. При условии, что T = 1, получим
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Стоит запомнить, что эта формула справедлива, когда r – целое число лет.
2.7. Конверсии постоянных рент

1. Виды конверсий.
В практике иногда сталкиваются со случаями, когда на этапе разработки условий контракта или даже в ходе его выполнения необходимо в силу каких-либо причин изменить условия выплаты ренты (аннуитета). Другими словами, речь идет о конвертировании условий рент (аннуитетов). Простейшими случаями являются: замена ренты разовым платежом или выкуп ренты, или, наоборот, замена разового платежа рентой, когда речь идет о рассрочке платежей. К более сложным случаям относятся: объединение рент в одну – консолидация рент, замена ренты с одними условиями на ренту с другими условиями, например немедленной ренты на отложенную, годовой – на ежеквартальную и пр. Указанные изменения рент не могут быть произвольными. Если предполагается, что конверсия рент не приводит к изменению финансовых последствий для каждой из участвующих в соглашении сторон, то она должна основываться на принципе финансовой эквивалентности платежей.

2. Выкуп ренты и рассрочка платежей.
Если рента заменяется единовременным платежом, то искомый размер выкупа должен быть равен современной стоимости выкупаемой ренты, для чего применяется одна из формул расчета современной стоимости ренты.

Рассрочка платежей – это задача, обратная выкупу ренты. Если есть обязательство уплатить некоторую крупную сумму и стороны согласились, что задолженность будет погашена частями – в рассрочку, то последнюю удобно осуществить в виде выплаты постоянной ренты.

Для решения этой задачи приравниваем современную стоимость ренты, с помощью которой производится рассрочка, к сумме долга. Задача обычно заключается в определении одного из параметров этой ренты – ее величины или срока выплаты – при условии, что остальные параметры заданы (см. пункт 2.5).

3. Объединение (консолидация) рент. 

Когда несколько рент заменяются одной, применяется правило финансовой эквивалентности платежей, т.е. современные стоимости заменяющих и заменяемых рент приравниваются: 
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Неизвестным параметром, как правило, является член ренты или срок ренты. Он находятся из соотношений:
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где Aq – современная стоимость заменяемых рент.

Представляет определенный интерес случай, когда член заменяющей ренты равен сумме членов заменяемых рент, т.е. 
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. Если все ренты годовые и постнумерандо, процентная ставка одинакова, то срок ренты (заменяющей) можно найти из выражения
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Все возможные случаи конверсии аннуитетов рассмотреть невозможно, однако, используя принцип финансовой  эквивалентности платежей, легко вывести соответствующую формулу для решения конкретной задачи.

2.8. Изменения параметров ренты

Изменение хотя бы одного условия ренты по существу означает замену одной ренты другой. Если эти изменения осуществляются при соблюдении принципа финансовой эквивалентности платежей, то современные величины обеих рент (обозначим их как A1 и A2) должны быть равны. Исходя из этого равенства, можно найти необходимые характеристики заменяющей ренты. Так как изменение ставки процента приводит к изменению финансовых отношений сторон, то далее полагаем, что эта ставка не меняется.

1. Замена немедленной ренты на отсроченную
Пусть имеется годовая немедленная рента постнумерандо с параметрами R1, n1, i. Необходимо заменить ее на отсроченную на t лет ренту. Иными словами, начало и конец выплаты ренты сдвигается на t лет.

Если новая рента имеет ту же продолжительность, то задача заключается в определении R2, и, наоборот, если R2 задается, то следует определить срок  новой ренты – n2.

Рассмотрим первую задачу при условии, что n2 = n1 = n. 

Для этого случая справедливо следующее равенство:

A1 = A2; 
R1·an,i = R2·an,i·vt.
Используя его, находим член заменяющей ренты: 
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(84) R2=R1an,i/an,ivt=R1/vt=R1(1+i)t ,  (84) \# "0" 
То есть при прочих равных условиях член отсроченной ренты равен наращенному за время t члену немедленной ренты.

В общем случае, когда n2 ( n1, из равенства A1 = A2 следует:
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где t – продолжительность отсрочки.

Рассмотрим еще один вариант. Пусть член ренты остается без изменения, но выплата ренты откладывается на t лет, тогда из равенства
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находим
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2. Замена годовой ренты на p-срочную.
Пусть годовая немедленная рента с параметрами R1, n1 заменяется на p-срочную с параметрами R2, n2, p. Если заданы срок заменяющей ренты, ее периодичность и ставка, то
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Причем, если n2 = n1 = n, то
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Замена годовой ренты на p-срочную может быть осуществлена и при условии, что заданным является размер члена ренты. Определяется ее срок. В общем случае находим
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и затем по формуле расчета срока постоянных рент постнумерандо определяется n.
РАЗДЕЛ 3. РАЗРАБОТКА ПЛАНОВ ПОГАШЕНИЯ ДОЛГОСРОЧНЫХ КРЕДИТОВ


В данном разделе кратко рассмотрим разработку планов погашения займа, адекватного принятым условиям финансового соглашения.


Разработка плана погашения займа заключается в составлении графика периодических платежей должника. Такие расходы должника обычно называют расходами по обслуживанию долга, срочными уплатами, расходами по займу. Расходы по обслуживанию долга включают как текущие процентные платежи, так и средства, предназначенные для погашения основного долга.


В долгосрочных займах проценты обычно выплачиваются на протяжении всего срока займа. Значительно реже они начисляются и присоединяются к основной сумме долга. Основная сумма долга иногда погашается одним платежом, чаще она выплачивается частями, в рассрочку. 


При рассмотрении материалов этого раздела введем обозначения: 


C – сумма задолженности; 

 
[image: image97.wmf]  
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– срочная уплата;


I, i – проценты по займу (процентная ставка);


R – расходы по погашению основного долга;



[image: image99.wmf]ρ

 – ставка процента по займу;


n – общий срок займа.

3.1. Планирование погасительного фонда


Если по условиям займа должник обязуется возвратить в конце обусловленного срока сумму долга в виде разового платежа, то он должен принять меры для обеспечения этого. При значительной сумме долга обычная мера заключается в создании погасительного фонда. Последний формируется из последовательных взносов (например, на специальном счете в банке), на которые начисляются проценты. Сумма взносов и начисленных процентов, накапливаемых в погасительном фонде, должна быть равна сумме долга на момент его погашения. 


Если погасительный фонд создается для уплаты займа, условия которого предусматривают периодическую выплату процентов, то текущие расходы должника по займу состоят из двух элементов: платежа в погасительный фонд, т.е. расходов по погашению основного долга, и выплаты процентов по займу. Сумма этих двух платежей называется срочной уплатой. 


Задача разработки плана погашения займа заключается в определении размера срочной уплаты и составляющих ее элементов в зависимости от конкретных условий займа.


Итак, пусть накопление производится путем регулярных ежегодных взносов R, на которые начисляются сложные проценты по ставке i. Одновременно происходит выплата процентов за долг по ставке (. В этом случае срочная уплата по определению составит:

( = С·( + R = I + R .

Обе составляющие постоянные во времени. Первая определяется величиной долга и процентной ставкой за займ. Найдем вторую составляющую. Поскольку  долг должен  быть накоплен за n лет, то соответствующие взносы обретают постоянную немедленную ренту постнумерандо с параметрами R, n, i. 

Так как сумма долга должна быть равна наращенной сумме ренты, то

              C = S; 
R = C/Sn,i ; 
 ( = C·( + C/Sn,i = 
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т.е. в фонд систематически вносится сумма, равная R = C/Sn,i (рис.13).


Если условия контракта предусматривают присоединение процентов к сумме основного долга, то срочная уплата определится как:
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 I       I                       I       I      I
      (      (                       (      (      (
 R      R                      R      R      R
Рис. 13. Схема погашения займа равными срочными уплатами


При создании погасительного фонда используются две процентные ставки – i и (. Первая определяет темп роста погасительного фонда, вторая – сумму выплачиваемых за заем процентов. Нетрудно видеть, что рассматриваемый способ погашения долга – создание погасительного фонда – выгоден должнику только тогда, когда i > (, так как в этом случае должник на аккумулируемые в погасительном фонде средства получает больше процентов чем сам выплачивает за заем. Чем больше разность i - (, тем больше экономия средств должника, направляемая на покрытие долга. В случае, когда i = (, преимущества создания фонда пропадают. Финансовые результаты для должника оказываются такими же, как и при погашении долга частями.

3.2  Погашение долга в рассрочку

В практической финансовой деятельности, особенно при значительных размерах задолженности, долг обычно погашается частями или в рассрочку. Такой метод погашения часто называют амортизацией долга. 


При погашении долга частями можно использовать разные способы: погашение долга равными суммами (равными долями); выплаты постоянной срочной уплаты; выплаты переменных срочных уплат.


Наиболее распространенным является способ погашения долга равными срочными уплатами, поэтому в этом разделе рассматривается только этот способ.


В соответствии с этим методом расходы должника по обслуживанию долга постоянны на протяжении всего срока его погашения. Из общей суммы расходов часть выделяется на уплату процентов, остаток идет на погашение основного долга. Величина долга здесь последовательно сокращается, сокращается и непогашенный остаток, а, следовательно, и процентные платежи, сумма же, идущая на погашение основного долга увеличивается.


План погашения обычно разрабатывается (наиболее часто) при условии, что срок погашения известен. 



Первый этап разработки плана погашения – это определение размера срочной уплаты. Затем эта величина разбивается на две составляющие: процентные платежи и сумма погашения основного долга.


Периодическая выплата равных срочных уплат равнозначна ренте с заданными параметрами. Приравняв сумму долга к современной величине этой ренты, получим 

     ( = C/an,( , 




(92)

где an,( – коэффициент приведения ренты с параметрами n, (.


Затем можно найти сумму первого погасительного платежа. Так как проценты в конце первого года равны C·(, то первый погасительный платеж равен 
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Суммы, идущие на погашение долга, увеличиваются по закону
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В связи с этим рассматриваемый метод называют прогрессивным.


Сумма непогашенной задолженности на конец года t (после очередной выплаты) определится как 
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И, наконец, составляется сам план в виде таблицы.

Таблица

Год
Остаток долга 

на начало года 
Сумма погашения основного долга
Проценты
Срочная
 уплата 







РАЗДЕЛ 4. КОНВЕРСИЯ ПЛАТЕЖЕЙ. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ПРОЦЕНТНЫХ СТАВОК

4.1 Финансовая эквивалентность обязательств


В практике нередко возникают случаи, когда необходимо заменить одно обязательство другим, например с более отдаленным сроком платежа, досрочно погасить задолженность, объединить несколько платежей в один (консолидировать платежи) и т.п. В таких ситуациях неизбежно возникает вопрос о принципе, на котором должно базироваться изменение контракта. Таким общепринятым принципом является финансовая эквивалентность платежей, который предполагает неизменность финансовых отношений сторон до и после изменения условий контракта или сделки.


Эквивалентными считаются такие платежи, которые, будучи «приведенными» к одному моменту времени, оказываются равными. Приведение осуществляется путем дисконтирования к более ранней дате или, наоборот, наращением суммы платежа (если эта дата относится к будущему).


По существу, принцип эквивалентности следует из формул наращения и дисконтирования, связывающих величины P и S: сумма P эквивалентна сумме S при принятой процентной ставке и методе ее начисления. Две суммы S1 и S2, выплачиваемые в разные моменты времени, считаются эквивалентными, если их современные (или наращенные) величины, рассчитанные по одной и той же процентной ставке и на один момент времени, одинаковы. На рис. 14 приведены схемы, иллюстрирующие принцип финансовой эквивалентности.

   

Рис. 14. Схемы, иллюстрирующие принцип финансовой эквивалентности




Рис. 14. Схемы, иллюстрирующие принцип финансовой
 эквивалентности (продолжение)

4.2 Консолидирование задолженности

Одним из распространенных случаев изменения условий платежей является консолидация (объединение) платежей. Пусть платежи S1, S2,..., Sm со сроками n1, n2, ... , nm заменяются одним в сумме S0 и сроком n0. В этом и подобных случаях составляется уравнение эквивалентности, причем возможны два случая: если задается срок платежа – n0, то находится сумма S0, и, наоборот, если задана сумма консолидированного платежа – S0, то определяется срок n0.           

1. Определение суммы и срока консолидированного платежа.
При определении суммы консолидированного платежа в общем виде, когда  n1<n2<…<nm, причем n1<n0<nm, искомую величину суммы консолидированного платежа находим из уравнения эквивалентности как сумму наращенных дисконтированных платежей. 

При применении простых процентных ставок, получим
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где Sj – размеры объединяемых платежей со сроками n1<n0, 

      Sk – размеры платежей со сроками nk > n0, 

tj = n0 – nj; 
tk = nk – n0.


Графическая иллюстрация этого случая приведена на рис. 15.



S0 = S + P

Рис. 15. Нахождение суммы консолидированного платежа
При применении сложных процентных ставок уравнение эквивалентности выглядит следующим образом (n1<n0<nm)
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При определении  срока консолидированного платежа уравнение  эквивалентности удобно представить в виде равенства современных стоимостей соответствующих платежей. Получим соответственно:
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Принцип эквивалентности можно применить не только для определения сроков и суммы консолидированного платежа, но и при определении вида процентных ставок.

Замена одного вида ставки на другой при соблюдении принципа эквивалентности не изменяет финансовые взаимоотношения сторон в рамках одной операции. Для них безразлично, какой вид ставки фигурирует в контракте. Такие ставки тоже называются эквивалентными.

Формулы эквивалентности ставок можно получить, приравняв попарно множители наращения. Более подробно этот материал изложен в [1 с. 76].
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